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RESUELTOS

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdmses propuestas. Cada cuestion
se puntlia sobre 10 puntos. La calificacion finallsiiene de dividir el total entre 4.

OPCION A

X+y+z=Kk

1°) Discute el sistema de ecuaciones line k)x+y+z=2k, segun los valores del
x+(1+k)y+z=1

parametro k y resuélvalo para k = -1.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 1 1 1 1 1 Kk
M=|1+k 1 1|y M'=|1l+k 1 1 2k
1 1+k 1 1 1+k 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funciérk @&s el siguiente:

1 1 1

IM|=]|1+k 1 1/=1+(1+k)’+1-1-1-k-1-k=0;; k> +2k+1-2k-1=0 ;;
1 1+k 1

k?=0;; k=0

Para k #0= RangoM = Rango M'=3=n° inc6g. = Compatible Determinado

1110
Parak=0 = M'=[{1 1 1 0| = {F,=F,} = RangM'=2
1111



Para k=0= RangoM =1 ;; RangoM'=2 = Incompatile

X+y+z=0
Para k = -1 resulta el sistema/+z=0
x+z=1

Resolviendo por la Regla de Cramer:

011 101
011 |11 0 01

101 :‘1 1‘=9:0:X yzﬁz_‘l 1‘:_1:y
(-2)° 1 1 — 1 01 —=
110

010

101

[ Tlzz
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2°) Se considera el triangulo de vértices A(0,)0B12, 0,0) y C(1, 1, 1). ¢ Cuél es la

intersecciéon de los planos que pasan por cadzeérgon perpendiculares a la recta
determinada por los otros dos vértices?

Los puntos A(O, 0, 1), B(2, 0, 0) y C(1, 1, 1)atetinan los siguientes vectores:

a=BC=C-B=(111)-(2 0 0)=(-11 1)

b=AC=C-A=(111)-(0, 0,1)=(1, 1, 0)

c=AB=B-A=(2 0, 0)-(0, 0,1)=(2 0, -1)

El plano 7z, que pasa por A(O, 0, 1) y es perpendicular adir& tiene como vec-
tor normal al vector director de la recta a, quele&actorg =(-11 1), por lo que su

ecuacion general eg =-x+y+z+D, =0. Para hallar el valor de;@enemos en cuen-
ta que al plano contiene al punto A:

= X+y+Z+D1:O
A(O 0 1) =-0+0+1+D,=0;; D,=-1=> m, =-x+y+z-1=0

El plano n, que pasa por B(2, 0, 0) y es perpendicular adtare tiene como
vector normal al vector director de la recta b, gaeel vectorb = (1 1, 0), por lo que

Su ecuacion general eg = x+y+ D, =0. Para hallar el valor de;denemos en cuenta
gue al plano contiene al punto B:

m=x+y+D, =0
=2+0+D,=0;;, D,=-2= m,=x+y-2=0
B(2, 0, 0)

El plano 7, que pasa por C(1, 1, 1) y es perpendicular &cla ketiene como vec-
tor normal al vector director de la recta c, quelazector? =(2, 0, -1, por lo que su

ecuacion general eg, =2x-z+D, =0. Para hallar el valor des@enemos en cuenta
gue al plano contiene al punto C:



m,=2x-z+D, =0
’ : }:>2—1+D3=0;; D,=-1= m,=2x-2z-1=0

c(1 1 1)
La interseccion de los tres planos es la solud@rsistema formada por los mis-
-X+y+z=1
MOS, que es{x+y=2 . Las matrices de coeficientes y ampliada soni¢psentes:
2x—-z=1
-1 1 1 -11 11
M=|1 1 0|y M'=[1 1 0 2|, cuyosrangos son:
0 -1 2 0 -11
-1 1 1
RangM = |1 1 0(|=1-2+1=0= RangM =2
2 0 -1
-1 11
{c.c,.Ccl=]1 1 2/=-1+4-2-1=0
2 01
-1 1 1
RangM' = {{C, C,,C}=|1 0 2|=-1+4-2-1=0;{ = Rang M'=2
2 -11
1 1 1
{c,,c,,cl=l1 0 2[=-1+2-1=0
0 -11

Segun el Teorema de Rouché-Frobenius el sistemanggatible indeterminado
por tener las dos matrices el mismo rango y éstece®r que el nimero de incognitas.

La interseccion pedida es una recta

La ecuacion de la recta se obtiene eliminandodankas ecuaciones del sistema,
X+y=2

' lor = .
por ejemplo:r {2x— =1
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3°) Demuestra que la curnvigdx) = x— 2cosx tiene un punto de inflexion en el intervalo
[0, 7] y halla la ecuacion de la recta tangente a laacarvese punto. Haz un dibujo en
un entorno del mismo punto.

Para que una funcion tenga un punto de inflexgdnexesario que se anule la se-
gunda derivada en ese punto y que la tercera deris@a distinta de cero, en el mismo
punto:

f'(x)=1+2senx ;; f"(x)=2cosx ;; f"'(x)=-2senx

f'(x)=0 = 2cosx=0;; cosx=0 = le—zTD[O, 1]

2

fr(z)=-2 senE——Z;tO = Existeun P.1. en [0, 71, cqd.

Para hacer un dibujo de la funcién en el entorng@ualeto de inflexion tendremos
en cuenta que la funcidn es la suma de dos furgiooinuas en sus dominios, que es
R para las dos, lo cual significa que f(x) es cardien R.

Los extremos relativos de la funcion en el entatagunto de inflexion son los
siguientes:

f'(x)=0 = 1+2senx=0 ;; senx:—% = X:2kﬂ—gi% (k - 360°-90°+3(0)

__nm_m_-3n-m_-4mn_ _2m
% 2 6 6 6 3
Parak = 0=
oo =3m+m -2 T
X2:__+_: = = -
2 6 6 6 3
T T _ 12m-3m—-m _8m _4m
)(1:2 - = - @ Oo=__ =
2 6 6 6 3
Parak = 1=
oo 12— 37T+7T 107T 577
X, =2M——+—=
2 6 6 6 3

Como puede apreciarse, la funcién no tiene maximaosinimos en el intervalo



dado [0, 71] y, considerando qué (0)=0-2cos0=-2 y f(n)=n-2cosn=n+2, la
funcién es monotona creciente en el intervalo.

La representacion grafica, aproximada, de la imein el intervalo es la que se
expresa en el siguiente grafico.
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4°) De una funcion y = f(x), x > -1, sabemos qeadi por derivadafz%, donde a

es una constante. Determina la funcion, si adesafigmos que f(0) =1y f(1) = -1. Haz
una gréafica aproximada.

()= (- o=

2 dx=alL(l+x)+C=f(x)

1+x

f(0)=1= aL{@+0)+C=1;; aL1+C=1;; a-0+C=1;; C=1

f)=-1= aL{1+1)+1=

s\Yu

|

\

><V

f(X)

AN

N

AN

Teniendo en cuenta que:

[im
X - -1

|

1-2 .
L2

2

-1;;,aL2=-2;, a=—-——

L2

f(x)=1—é -L(1+x), con x>-1

Para hacer una representacion grafice
aproximada de la situacién tenemos en cuent
los datos f(0) =1y f(1) = -1y que el dominio de
la funcion esD(f )= (-1 +).

Para estudiar los periodos de crecimiento
y decrecimiento, asi como los extremos, recu-
rrimos a su derivada:

2 1
f'(x)=--= - — <0, OxOD(f).
(})=-15 -7 <0 BxOD(f)

De la derivada se deduce gue la funcion e
monaotona decreciente.

2

(1+><)}=1—E-(—oo)=1+oo=+_00

La recta x = -1 es una asintota vertical de laifum

La representacion grafica, aproximada, se redlejal grafico adjunto.
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OPCION B

1 k Kk?
1°) Discute el rango de la matrik=|1 k k | segun los valores del parametro k.
1 k* k?
x) (a
Resuelve el sistema | y|=|b| en el caso de k =-1.
z C
1 k Kk? 11 Kk
Rang A= |1 k k|=K>:[1 1 1|=k*-(k+k®>+1-k-k-k)=k?- (k> -2k +1)=
1 k*» k? 1 k k

k#z0
Para = Rango A=3 ;; Para = Rango A=1
£1 k=1

k =
1 -1 1 1 -1 1 X a
Para k = -1 resulta=|1 -1 -1|yelsistemgl -1 -1|-|y|=|b]|, que es
1 1 1 1 1 1 z C

x-y+z=a (1)
equivalente a{x-y-z=b (2). Resolviendo por la Regla de Cramer:
x+y+z=c (3)

a -1 1

b -1 -1

c 1 1| -a+b+c+c+a+b_2b+2c _b+c _

- 2 2 - - =X
(-2 (-1-1) 4 4 2

1 b -1
|11 ¢ 1| b+c-a-b+c-a_-2a+2c_-a+c _
4 4 4 T 2 7Y
1 -1 a
1 -1b
111 c _—c+a—b+a—b+c:2a—2b:a—b:Z

Z= =
4 4 4 2
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— +v-7z=1
2°) Sean las rectalssx—lzzzz—+1 y S= XTy-z
2 1 3 2X—-y+z2=2
plano n que pasa por el origen de coordenadas y es magalels dos rectas. Calcula
también la ecuacion de la recta t que pasa pourgbdP(1, 1, 1) y es perpendicular al

plano encontrado.

. Calcula la ecuacioéon del

El plano n puede determinarse por el origen y por los vestdnectores de las
dos rectas.

Un vector director de la recta r es=(2, 1 3).

Por estar la recta s determinada por dos planogdor director puede determi-
narse teniendo en cuenta que es, al mismo tiengppepdicular a los vectores norma-
les a los dos planos, o0 sea, es cualquier vectealinente dependiente del producto
vectorial de los vectores normales a los planos:

i ]k
VvV =[1 1 -1/=i-2j-k-2k-i-j=-3j-3=(0, -3 -3) = v=(011).
2 -1 1

Xy z
O;u,\JE 2 1 3/=0;;, x+22-3x-2y=0;;, -2x-2y+2z=0.
0 11

n=x+y-z=0

La recta t tiene como vector director al vectammal del planor, n =(1, 1, -1).

La expresion de la recta t por unas ecuaciongfncas es:

x-1 y-1 z-1
1 1 -1

t

Ot=x-1=y-1=-z+1
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3°) La anulacién de la primera derivada es unaicaimdnecesaria para que una funcion
(derivable) presente un extremo relativo. Esta @i, aunque necesaria, no es sufi-
ciente. Demuestra con un ejemplo la segunda afitmaEn este mismo contexto, ¢ qué
podemos decir de la existencia de un punto dexigie

En efecto, la condicién de anulacion de la printiavada es necesaria pero no
es suficiente; un ejemplo ilustrativo lo constitugefuncion f(x) = x* +k, siendo a un
namero real.

La primera derivada e$'(x) = 3x?, que se anula para x = 0; sin embargo la fun
cion no tiene un extremo relativo para x = 0.

Para que exista un extremo relativo tiene que Gtsapque se anule la primera
derivada y que la segunda derivada sea mayor ormeeaero.

En el caso del ejemplo que nos ocupa se obseevlagpegunda derivada también
se anula para el valor que anula la primera desivad(x) = 6x = f "(0)=0, con lo cual
no puede existir ni maximo ni minimo relativo patavalor x = 0 que anula la primera

derivada, lo que demuestra lo pedido.

Un extremo relativo (maximo o0 minimo) existe enpumto X = a cuando separa
un tramo de curva creciente de otro decrecienieaversa; para ello se toma un nime-
ro h suficientemente pequefo y se comprueba qgae-fi{) y f'(a - h) tienen signos dis-
tintos, todo lo cual indica que a un lado de aulva es creciente y al otro decreciente
(o viceversa) ; por el contrario, si f'(a + h) ya'- h) tienen el mismo signo, la curva es
monaotona creciente o0 monotona decreciente en wnnentle a y prueba la no existen-
cia de extremos relativos.

Con respecto a la existencia de un punto de idfie>es condicion necesaria la
anulacion de la segunda derivada, pero no es dondscficiente; es necesario que la
tercera derivada no se anule para el valor o valgue anulan la segunda derivada.

Un punto de inflexién existe en un punto x = antleasepara un tramo de curva
concavo de otro convexo; para ello se toma un nuimmesuficientemente pequefio y se
comprueba que f'(a + h) y f'(a - h) tienen signasitos, todo lo cual indica que a un
lado de a la curva es convexa y al otro concavagpoontrario, si f'(a + h) y f'(a - h)
tienen el mismo signo, la curva es totalmente cémeatotalmente convexa en un en-
torno de a y prueba la no existencia de puntoaftexion.
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4°) Calcular el area del recinto limitado por laveuy = x-2ser x y las rectas y = 0,

m m
X=-—, X=

3 3 Haz un dibujo aproximado de la situacion.

Se trata de una funcion continua en su dominio,e3uR, por ser la suma de dos
funciones continuas en R, lo cual significa qué & continua en R.

: o : T
Veamos si la funcion tiene extremos relativos Ieentnrno{—g, 5}, gue es el

gue nos interesa para el calculo del area pedida:

f'(x)=1-2cosx=0 ;; cosx:% = x:2knig (x=k - 360 £ 60°)

Parak=0:>x1:—g 5 xzzg.

f--(_g)=256n(_7_7j=2 _ﬁ = -v/3 <0= Maximo para x=-2
3 2 3
f'(x)=2senx=

Wiy m_ ., 32 _ - _

f (7_31)_25en§_2.__\/§>03 Minimo para X=3
f(—’_?;f):—l_T—Zsen(—l_T):—l_T+2-ﬁ2—5+\/§ = Méaximo: P _I—T, 3\/§_ﬂ

3 3 3 2 3 3 3
T T 3. - T m-3J3
f(z :__Zsen_:__z._:——\/:_% = Minimo: -
1AY Como puede apreciarse, la funcion

tiene un maximo y un minimo en los extre-

mos del intervalo dadEyg, g} y, conside-

rando quef(0)=0-2sen0=0 y que la fun-

cion es simétrica con respecto al origen:
f(-x)=-f(x), la representacion grafica,
aproximada de la situacion es la que se pue
de apreciar en el grafico adjunto, conside-
rando que las coordenadas del punto maximo esOB(-U'68) y las del minimo
Q(1°05, -0'68).




El area pedida, que es la sombreada de la figrm@ndo en cuenta la simetria de
la funcion, es la siguiente:

S=-2-[f(x)-dx=2-

Ot——wly

2 0
(x-2senx) - dx= 2{%+2cosx} =

w|y—o
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